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SOMMES ET PRODUITS

Introduction

Ce chapitre a pour objectif d’introduire les notations compactes Z et l_[, ainsi que les principales reégles de calcul
permettant de manipuler les sommes et les produits.

Ce chapitre a pour objectif d’introduire les notations compactes Z et l_[, ainsi que les principales regles de calcul
permettant de manipuler les sommes et les produits.
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I) SOMMES

A - NOTATION E
Soient m,n € N tels que m < n et a,,...,a, € R. La somme des qg;, ol i décrit [m;n]], peut s’écrire in extenso :
Ay + Appyq + 0 + @y

Cette écriture permet de visualiser immédiatement les termes de la somme. En revanche, elle devient rapidement encom-
brante des que I'on effectue des calculs sur les sommes : les expressions sont alors moins lisibles et plus propices aux erreurs.
On introduit donc la notation compacte suivante :
n
Zakzam+am+1+--~+an.
k=m
Par exemple,

anl—1+1+ Z\/_ V344420

—k 2

Un cas particulier important est celui ot tous les termes de la somme sont égaux.

Proposition 1 (Somme de constantes)

Pour tout a € R et tous m,nENtelsque m<n : Za— a +--t+ a —(n m+)><a.
k=n

Lentier k est appelé indice de sommation. Il est muet, c’est-a-dire qu’il n’a de signification qu’a I'intérieur de la somme.
Son nom n’a donc aucune importance et il peut étre remplacé par n’importe quelle autre lettre, a condition de ne pas créer
de confusion avec une variable déja utilisée. Ainsi,

n n n
PILEDICEIIC
k=m i=m j=m
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Une fois la somme évaluée, I'indice n’existe plus et la méme lettre peut étre réutilisée dans un autre contexte. Ainsi, les
expressions

n n n m
Zak+2bk et Zak X Zbk
k=1 k=1 k=1 k=1
sont valides, car les deux indices de sommation sont indépendants. En revanche, les écritures :

n n
Zak =k et VkeN, Zak >0
k=1 k=1

n’ont pas de sens. Dans la premiere expression, la variable k n’est définie qu’a l'intérieur de la somme. Dans la seconde, le
quantificateur porte sur une variable qui est déja liée par la somme.

Plus généralement, pour toute famille (a;);c; de réels indexée par un ensemble fini I, la somme des a;, i décrivant I est
notée Z a;. Par exemple,

iel
Z a;=a; +as;+a,, et, par convention des sommes vides, Z a; =0.
i€{1,3,7} 137

Cette convention est naturelle : sommer aucun terme revient a ne rien ajouter, ce qui laisse la valeur initiale inchangée. Elle
intervient régulierement dans les manipulations de sommes. Par exemple,

Zolkz =0.
k=1

Il est souvent utile de sommer uniquement les termes dont les indices vérifient une certaine propriété. Sil ={i € [1;n] | 2]i},
alors la somme des a; pour i décrivant I peut également s’écrire

n n
E a;, ouencore, E a;.
i=1 i=1
2li i pair

La forme in extenso pourra étre utilisée pour développer l'intuition, mais les calculs rigoureux se feront désormais a l'aide
du symbole Z Entrainez-vous donc dés a présent a le manipuler!

B - PREMIERES PROPRIETES DES SOMMES

La proposition suivante découle directement des propriétés usuelles de ’addition et de la multiplication dans R.

— Proposition 2 (Linéarité de la somme)
Pour toutes familles de réels (a;);<;<, et (b;)1<i<n €t tous A, u €R,

() (Additivité)
Zn:(ai +b;) =Zn:ai it Zn: b;.
(i) (Homogénéité) = =1 =l
Zn: Aa; =2 Zn: a;.
i=1 i=1

Ces deux propriétés se résument sous la forme suivante, appelée linéarité de la somme :

Zn:(lai +ub) = Azn:ai +,uzn: b;.
i=1 i=1

i=1

Démonstration
(i) Simple conséquence de la commutativité et de I'associativité de ’addition.
(i) Découle de la distributivité de la multiplication sur 'addition.

C - SIMPLIFICATIONS TELESCOPIQUES

n
Les sommes de la forme Z:(aiJrl —a;) sont dites télescopiques. On en rencontre souvent et elles sont 'avantage d’étre
i=m

tres simples a simplfier :

n
D (@1 — ) = (@1 — @) + (@rsz = Gppsn) +++ + (Qss — @)

i=m
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=—ap,+ (am+1 - am+1) + (am+2 - am+2) ey (an - an) +a,41
=0 =0 =0

=dpy1 — Ay

Proposition 3 (Simplification télescopique)

n
Pour tous a,,,...,a,41 €R, E :(ai+1 —a;)=ap —lp
i=m

Démonstration
On fixe m € N. Montrons, par récurrence sur n > m, que

n
Z(aiﬂ — ;) =Apyy — Ay
i=m

Initialisation : Pour n =m,

m
Z(ai+l — ;) = Ay — Ay,
i=m

Hérédité : Soit n > m et supposons que

n
Z(ai+1 — ;) =Apyy — Ay

i=m
Alors,
n+1 n
Z(ai+1 —a)= E (@11 —a;) + (ap42 — Api1)
i=m i=m
= (apy1 —ap) +(apen—a
HDR( n+1 m) ( n+2 n+1)
=dpi2 — Ay
Par le principe de récurrence, le résultat est démontré pour tout n > m. [ |

Exemple 4 Pour tout n €N,

Zln(l + 1) = '(In(k + 1)—Ink) =In(n + 1) = In(1) = In(n + 1).
k=1 k

i=1

Exemple 5

Z”: 1,1
k(k+1) =~ n+1

k=1
Démonstration

A ce stade, notre principal outil pour calculer une somme est de la transformer en une somme télescopique. Nous
cherchons donc a écrire
1

k(k+1)
comme la différence de deux termes consécutifs.
Le dénominateur k(k + 1) est celui que I'on obtiendrait en mettant au méme dénominateur deux fractions de
dénominateurs k et k + 1. On raisonne alors par analyse-synthese.
Analyse : Supposons qu'’il existe deux constantes A, B € R telles que, pour tout entier k > 1,
1 A B
— =+ —
k(k+1) k k+1
Alors, en mettant au méme dénominateur, pour tout entier k > 1,
1=A(k +1)+Bk=(A+B)k +A.
Le membre de gauche est constant donc celui de droit aussi, il vient alors A+ B = 0. Aussitot, A=1 et B=—1.
Synthese : Vérifions que ce choix convient. Pour tout entier k > 1,
1 1 k+1-k_ 1
k k+1 k(k+1) k(k+1)
ce qui fait apparaitre une somme télescopique. D’oli le résultat.




Partie I : Sommes

D - CHANGEMENT D’INDICE

Pour écrire une somme a 'aide du symbole Z, il faut identifier une régle décrivant les termes a sommer. Par exemple, la
somme

peut naturellement s’écrire

>
i= !
Cependant, on peut tout aussi bien choisir de numéroter les termes a partir de 0. La méme somme s’écrit alors
-3
1 1 1 <« 1
—+—+---+—=Z—,.
3+0 3+1 3+(n—3) j:03+]
Les deux écritures décrivent exactement les mémes termes : seule la facon de les indexer change. Le fait de passer d'une

écriture a l'autre s’appelle un changement d’indice. Dans cet exemple, le changement d’indice consiste a poser j =i — 3.

Plus généralement, effectuer un changement d’indice consiste a remplacer I'indice de sommation par une nouvel indice,
en adaptant les bornes de sorte que les mémes termes soient parcourus une fois et une seule.

Par exemple, en posant j =i — 3, on obtient

n n—3 s
i34 -|n—1 n
;af_;af” jlo[1] - |[n—4]n—>3

11 est également possible de parcourir les termes dans I'ordre inverse. Ainsi, en posant j =n—i, on obtient
Z”: Z”: ilo] 1 [--[n=1]n
a =) a,_; -
o jln|in=11]-- 1 0
=0 j=0

Le changement d’indice est un outil particulierement utile pour effectuer des calculs. Nous en donnons une premiére
application en proposant une nouvelle preuve de la propriété de simplification télescopique.

Démonstration de la simplification télescopique

n n n
Z(ai+1 - al') = Z ai 1 — Z a; (hnéarlté)
i=m i=m i=m

n+1 n
= E a— ) q; (changement d’indice j=i+1)
i=m+1 i=m
n n
= z ai_Zai tapg—an
i=m i=m
=dap41 — Ay

E - SOMMES USUELLES

Certaines sommes reviennent si souvent qu’il est indispensable de connaitre leur valeur par ceeur : c’est le cas des sommes
des premiers entiers, de la somme de leurs carrés, ou encore des sommes géométriques.

Proposition 6 (Sommes des entiers consécutifs)

< n(n+1
Pour tout n €N, E k= %
k=0
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Démonstration
n

Soit n €N et posons S = Z k. Sommons de deux facons différentes les nombres de ce tableau :

k=0
0 1 2 o n—1 n |— S
25
n—1|n—-2| - 1 O |—S
L A A
non o e om o >n(n+1)

On obtient alors 25 =n(n + 1), d’ot le résultat.
Le raisonnement précédent se traduit naturellement a I'aide du changement d’indice i =n —k:

2S=zn:k+zn:k=zn:k+zn:(n—i)zzn:i+Zn:(n—i)=zn:n=n(n+1).
k=0 k=0 k=0 i=0 i=0 =0 i=0

Par conséquent,
_n(n+1)
7

S

Avec la méme démonstration, on peut plus généralement aussi calculer la somme des termes d’une suite arithmétique.

— Proposition 7 (Somme arithmétique)

Soit (uy)key une suite arithmétique de premier nombre de termes 1 terme  dernier terme
terme uy € R. Pour tout n €N, AN \ f_‘/

Uy +u
Z:uk:(n+1)><u
k=0 2

En pratique, on peut aussi rapidement retrouver la formule en réutilisant la somme des entiers consécutifs.

Démonstration
Notons r € R la raison de (u;)ey. Par linéarité de la somme,

n

Zuk=Z(u0+kr)=(n+1)u0+er=(n+1)(u0+ rn)': (n+1) (up + (ug +rn)).
k=0

k=0 k=0 2 2

On dipose également d’'une formule pour la somme des carrés consécutifs.

Proposition 8 (Sommes des carrés consécutifs)

n

Pour tout n €N, Zkzz n(n+1)(2n+1)
k=0 6
Démonstration
Soit n € N. Pour tout k €N, on a (k+1)3—k3=3k2+3k+1,

Sommons ces égalités de k =1 a n. Pour le membre de gauche, on obtient, par simplification telescopique :

n
Dk +1P° =k =(n+1).
k=0
Pour le membre de droite, on obtient :

> I(Bk2+3k+1)=3> kK*+3> k+» .1
k=0 k=0 k=0 k=0
=3 k2+w+(n+1).
k=0 2

On a donc:
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n
3 1
3D k2= (n+ =3t gy
2
k=0
1

=2 (2 +1)*—3n—2)

+1
_I (2n2 + n)
_n(n+1)(2n+1)
i e—

ce qui donne le résultat voulu. |

On s’intéresse maintenant a la somme des termes d’une suite géométrique.

— Proposition 9 (Somme géométrique)

Soit x € R. Pour tous m,n € N tels que m < n, 1° terme nombre de termes

n \\ mxn—m+1 -1
I X
X =

six#1
>
k=m n—m+1 sinon.
Démonstration
n n
Six =1, alors : Zxk=21=n—m+1.
k=m k=m
Sinon, on a :
n n
(x — 1)2 xk = Z (xk+1 _xk)
k=m k=m
= x"tl — x™ (par simplification telescopique)
= x™M (xn—m+l _ 1) ,
ce qui conclut. |

La formule a™ — b" suivante généralise I'identité remarquable a? — b? = (a — b)(a + b) et généralise aussi la formule des
sommes géométriques.

Proposition 10 (Formule a" — b™)
Pourtoutn€Neta,b eR,

n—1
a'—b"=(a— b)Zakbn_k_l.
k=0

Démonstration

On a, par simplification telescopique :
n—1 n—1
(a _ b)z akbn—k—l — Z (ak+l bn—(k+1) _ akbn—k) — anbO _ aObn =q"—b".
k=0 k=0
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II) SOMMES DOUBLES ET SOMMATION PAR PAQUETS

A - SOMMES DOUBLES

On considére a présent des sommes dont les indices sont des couples. Elles apparaissent na-

turellement, par exemple, lors du développement d’un produit de sommes : ¢ij = a;b;
m n ; Jl 1 2 n
Dla || Dby | =i+ +an) by + -+ by)
i=1 j=1 0 | €| G2 Cin
=a1b1+a1b2+---+ambn_1+ambn 1 Cop | Coo | o+ | Con
= al' b] = Z ai b]
(i,))el1;mIx[1;n] 1<ism
1<jsn
m | Xm1 | Xm2 Xmn

Dans ce cas, sommer les ¢;; = a;b; sur I =[1;m] x [1; n] revient a sommer les termes d’'un
tableau a double entrée.

Proposition 11 (Produit de deux Z)

m n
Pour tous a,...,a,, by,...,b, €R: (Zai)x b; |= Z a;b;.
j=1

i=1 1<i<m
1<j<n

On peut également vouloir sommer uniquement les coefficients situés dans le triangle supérieur (respectivement stricte-
ment supérieur) d’un tableau a double entrée. Qu’il s’agisse d’un rectangle ou d’un triangle, on peut alors effectuer la somme
ligne par ligne, puis sommer les résultats obtenus, ou procéder de maniere analogue colonne par colonne.

L n L n

Zal' Zal-
1 [ Qa2 | - | Qi *>j:1 J 1 [ [Qi2 | - aln*>j:1 J

n n_ n
2 Aoy [ Aoz | *- | Gop — Zazj ZZCIU 2 Aoy | =+ | Aop — Zazj ZZGU

j=1 i=1j=1 j=2 i=1 j=i

n
n | ap |Apa | =+ | App —> Zanj n an, — Za”j

Lo [T 1T 7

2 n n j

n n 1
S Y Y | LXa S Yew Yo
i=1 i i i i=1 i=1 i=1

j=1i=1

— Proposition 12 (Permutation de sommes)

Pour toute famille de complexes (a;;)1<; j<n
6
n n n n
E aij = al] = al]
1<i,j<n i=1 j=1 j=1 i=1
(ii)
n n n j
Ty = @y = Z aij
1<ig<jgsn i=1 j=i j=1i=1
(iii)
n—1 n n j—1
By = 4ij = aij
1<i<j<n i=1 j=i+1 j=2 i=1
— Remarque
Lorsqu’on calcule une double somme et qu’on ne sait pas quoi faire, on permute les sommes!

Exemple 13 Pour tout n €N,

n n n

IDRESWREIREL

i1 = ) j=1i=1 7
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Corrigé
La premiere égalité est une permutation de sommes (deuxiéme point de la proposition précédente), appliquée a
1 1 1 1 :
a;; = —. Ensuite, pour j fixé, le terme — ne dépend pas de i, donc Z —=j x —=1. Il reste alors Z 1=n. N
j j — j j =

En appliquant la formule du produit de deux sommes, on peut obtenir une formule pour le carré d’'une somme, qui
généralise les identités remarquables usuelles.

Proposition 14 (Carré d’'une somme)

doubles prodults

2
Pour tout (a;);<ic, € R" -
(ai)1<ign , ( ai) Za . Z

1<i<j<n

Démonstration
D’apres la proposition du produit de sommes (appliquée a b; =q;),

(Z)= T aa,

i=1 1<i,j<n

On sépare maintenant les couples (i, j) avec 1 <i,j <nselonquei=j,i<joui>j (ces trois cas partitionnent

I’ensemble des couples) :
> aa=ya+ 3 aar 3

1<i,j<n 1<i<j<n 1<j<ign
Les deux derniéres sommes sont égales (par symétrie du produit a;a; = a;a; et en échangeant les noms de i et j),
d’oti le résultat. |

Exemple 15 Pour tous a,b,c €R,

(a+b)?=a%+b%+2ab et (a+b+c)?=a?+b%+c%+2(ab+ac + be).

B - SOMMATION PAR PAQUETS

Proposition 16
Soient I,J deux ensembles finis, (I;);c; une partition de I et (a;);c; € C' une famille de complexes. On a

PILEPIN

i€l JjeJ i€l;

— Terminons cette sous-partie par une propriété tres utile en pratique, qui permet de découper une somme en plusieurs
morceaux disjoints (par exemple pour isoler les indices pairs des indices impairs, ou pour traiter séparément les premiers et
les derniers termes).

— Proposition 17 (Sommation par paquets)
Soient A et B deux ensembles et (a;);ca p Une famille de réels.

Si A et B sont disjoints, alors
PILRDILEDIE

i€ALB i€B

Y a=Ta+Ta- 3

i€AUB i€B i€ANB

Dans le cas général,

Exemple 18 Pour n €N, on peut regrouper les termes pairs et impairs de la somme

i(—l)kk = Zn:zk —ni(zk +1).
k=0 k=0 k=0
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Démonstration

Comme (I;);; est une partition de I, tout élément i €I appartient a exactement un des I;. Sommer a; pour i
parcourant I revient donc a regrouper les termes selon le paquet I; auquel ils appartiennent, puis & sommer sur
les paquets : chaque terme a; est compté une et une seule fois de chaque coté de I'égalité, ce qui donne la formule.
Le cas particulier découle du cas général appliqué a la partition ] =AU B (avec J ={1,2}, I, =A, I, = B).

Enfin, si A et B ne sont pas disjoints, on écrit AUB =ALI (B \ A) (union disjointe), d’ott Z a; = Z a; + Z a;.

i€AUB ieA ieB\A

Or B=(B\A)U(ANB), donc Zai = Z a; + Z a;, cest-a-dire Z a; = Zai — Z a;. En substituant, on
i€B ieB\A i€AnB ieB\A ieB i€ANB

obtient la formule annoncée. |

n+1

n —
Exemple 19 Pour tout n €N, Z(—l)ii ={, 2
i=0

si n est impair

sinon

N |

Corrigé

n =

Supposons n impair et regroupons les termes deux par deux : Z(—l)ii = Z [(—1)%*(2k) + (—1)**(2k + 1) | =
i—0

>~
o

paquets. Si n est pair, on procéde de méme en isolant le dernier terme i =n

+1 +1
z:(—l)z—n2 ,carily a n

k=0
n n—1 n n
(positif car n pair) : Z(—l)li = Z(—l)li +n= —3 +n= > en utilisant le résultat précédent avec n — 1 impair.
i=0 i=0

Corrigé

Les deux égalités sont des cas particuliers de la sommation par paquets. Pour la premiére, on partitionne [0; n + 2]
en {0}, [1;n], {n+ 1} et {n+ 2}. Pour la seconde, on partitionne [1;n] selon la parité des indices. [ ]

En pratique

Pour calculer une somme, on essaie d’utiliser les propriétés du cours et on essaie de se ramener aux sommes usuelles
que 'on doit connaitre PAR COEUR.

III) PRODUITS
A - DEFINITION ET PROPRIETES DES PRODUITS

On introduit a présent la notation l_[, analogue multiplicatif de la notation Z De méme que la somme vide vaut 0O, le
produit vide vaut 1 : c’est 'élément neutre de la multiplication, cohérent avec I'idée que « multiplier » par rien ne doit rien
changer.

— Proposition 20 (Produit de constantes)

n

— _ n—m+1

Pour tout a €R et tous m,n €N telsque m<n : l_[a_&/x---x&_a -
k=m k=m k=n
— Définition 21 (Factorielle)
n

Pour tout n € N*¥, on appelle factorielle n ou n factorielle I'entier n! = l_[ k=1x2x:--xn.

k=1
Par convention: 0!=1. Relation de récurrence : Pour toutne€N*: n!=nx(n—1).

Exemple 22
(n+2)! n!'x(n+1)(n+2)
n n!

=(n+1)(n+2).
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— Attention !
Ces trois quantités sont distinctes et ne doivent pas étre confondues :

(2n)!=1x2x3x---x(2n—1) x (2n),
2xn!l=2%x1x2x---x(n—1)%xn,

2"xnl=2x4x6x---x(2n—2) x (2n).

La proposition suivante découle directement des propriétés usuelles de la multiplication dans R.

— Proposition 23 (Propriétés de calcul sur les produits)
(i) Multiplication par un facteur constant. Pour tout (a;);<;<, €EC" et a €C,

n n
[ Jaa=a] ]
i=1 i=1
(ii) Puissance d’un produit. Pour tout (a;);<;<, €C" et k€N,
n n k
k
[Tet=(ITe)
i=1 i=1
(iii) Produit d’un produit. Pour tous (a;)1<i<n> (bi)1<i<n €C",

[Joo=([J) (F12)

i=1

De maniére analogue aux sommes, les produits peuvent se simplifier par télescopage, en utilisant des divisions plutét que
des différences.

Proposition 24 (Simplification télescopique)

Pour tous a anq €RY,

P

De la méme fagon que pour les sommes doubles, un produit portant sur deux indices se calcule en imbriquant deux
produits simples, dans 'ordre de son choix.

— Proposition 25 (Permutation de produits)

Pour toute famille de réels (a;;):<; j<n
6
n n n n
By = By = g
1<i,j<n i=1 j=1 j=1 i=1
(ii)
n_ n n_j
dij = l_[all l_H_[aU
1<ig<jgsn i=1 j=i j=1 i=1
(iii)
n n j-1
a;; = | | a;; = a;;
1<i<j<n i=1 j=i+1 j=2 i=1
Exemple 26

nn]*l_nn” _r[(m) (n+1).
j=1

j=1 i=j i=1

On sait généralement mieux manipuler les sommes que les produits, notamment par habitude. Le logarithme fournit
toutefois un moyen de transformer les produits en sommes.

Exemple 27 Pour des réels strictement positifs a,,...,a,, on a

In (]_[ ) Zln(ak)

k=1

10
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Exemple 28 Pour tout réel a et tout n €N, on a

n
n(n+l)
ak: Zk 1 .

k=1

B - COEFFICIENTS BINOMIAUX ET BINOME DE NEWTON

On introduit maintenant les coefficients binomiaux. Ils permettent notamment de compter les sous-ensembles d’une taille
donnée dans un ensemble fini. IIs apparaissent aussi dans le développement de (a + b)" avec la formule du bindme de Newton.

— Définition 29 (Coefficients binomiaux)
Soient neN et k € Z.
On appelle k parmi n et on note (Z) le nombre de parties de cardinal k de 'ensemble [1;n]. On a alors :

e Sik<0ouk>n, (D:o.

. n n!
-Slke[[O;n]], (k):m

[z n . . , . , .
Plus généralement, ( k) est le nombre de parties de cardinal k d'un ensemble de cardinal n, pas nécessairement de
Iensemble [1,n].
Démonstration

Dans le chapitre dénombrement. |

Les trois propriétés suivantes sont les relations de base a connaitre sur les coefficients binomiaux; elles permettent no-
tamment de construire le triangle de Pascal.

— Proposition 30 (Propriétés des coefficients binomiaux)
Soient n, k € N.

(i) Symétrie : (n) :( n )
k n—k

.. (n n
(ii) Formule de Pascal : ( k) + ( k4 1) ( )

+
+
(iii) Formule du capitaine : Sin>1: ( ) ( )

Démonstration
Dans le chapitre dénombrement. [ |
n 0O 1 2 3 4 5
Formule de Pascal
0|1 R}
1|1 1
211 2
311
4|1 4
5/1 5 10 10 5 1

On peut maintenant énoncer le résultat central de cette section : la formule du binéme de Newton, qui exprime (a + b)"
comme une combinaison des puissances de a et de b, pondérées par les coefficients binomiaux.

Proposition 31 (Bindme de Newton)

n

Pour toutneNeta,b R, (a+b)n:Z(Z)akbn—k.
k=0
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Partie III : Produits

Exemple 32
(a+b)?=a%+2ab + b?, (a+b)®=a®+3a?b+3ab? + b3,
(a+b)*=a*+4a®b + 6a®b? + 4ab> + b*, (a+b)’=a’+5a*b+10a®b? + 10a®b>® + 5ab* + b°.
Démonstration

Soient a, b € R. On procede par réccurence. Pour tout n €N, notons P(n) la propriété :
n

(a+b)"= Z (Z)akb”*k.

k=0
Initialisation : Pour n=0, on a

(a+b)°=1=( ) 0p° = ZO:( ) kpnk,

k=0
Hérédité : Soit n € N. Si P(n) alors,

(a+ b)) =(a+b)(a+b)"
=(a+Db) Z (Z)akb”*k (par hypothése de récurrence)
=0
_ o (n i+1 7 n—i i (n kn—k+1
—Z(i)a b +;(k)a b

n+1

— Z (k 1) kbn k+1 + Z ( ) kbn—k+1 (Changement dindice k=i + 1)

N\ 0,n—0+1 n n k .n—k+1 MY 411 n—(n+1)+1
<[ () + () oo (e

1 . 1 1
(n + ) Opn+1-0 4 Z (n * )akb"“_k + (n + )a"“ b=+ (formule de Pascal)
0 o k n+1

(n + 1) kpn+l—k

n +1

=0

Dou P(n+1).
n
Par récurrence, on conclut que pour tout n€N, (a+b)"= Z (Z)akb"_k.
k=0
= (n (n
E le 33 = 1k =141 =2"
xemple kzz(k) Z(k) ( )
=0 k=0
Exemple 34 Z (n)(—nk =Zn: (n)(—l)kln_k C(c1t1y=0ieg, =L SIn=0
= k = k o 0 sinon
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