Mathématiques - PCSI

DM 1 - APPLICATIONS - CORRECTION

Exercice 1 — On considére la fonction :

R —R
f: 2
x e
(1) (@) Montrer que f est paire.
(b) Etudier f et tracer I'allure de sa courbe représentative.

(2) (@) f est-elle injective ?

Démonstration
La fonction f est paire d’apres 1.(a). En particulier, f (—1) = f(1) et —1 # 1 donc la fonction f
n’est pas injective. u

(b) f est-elle surjective ?

Démonstration
La fonction exp est a valeurs dans R, . Ainsi, —1 n’a pas d’antécédent par f. Finalement, la
fonction f n’est pas surjective. |

(3) (a) Déterminer f([—1,+00[).

Démonstration

Puisque f est paire, on a f ([—1,4+00[) = f (R,).

Comme la fonction f est continue et strictement décroissante sur R, que f(0)=1et f(x) —
X

—s+00
0, on a, d’apres le théoréme de la bijection, f qui réalise une bijection de R, sur ]0,1] et donc

f(R,.)=10,1]. Finalement, | f([—1,+00[)=]0,1] | |

(b) Déterminer f~1([1,2]).

Démonstration
Soit x € R.
xef([1,2]) &= f(x)€[1,2]
& 1< e <2
«— 0<—x?2<In2 par croissance de In
«— —In2<x?<0
— x*=0
< x=0
Donc| f~*([1,2])={0} u
(4) On considére la fonction :
JRy —]0,1]
N — e_x2 )

(a) Montrer que g est bijective et déterminer sa réciproque.

Démonstration
* Injectivité : Soient x,t € R,. Si g(x) = g(t) alors e =t
En appliquant la fonction In, il vient —x? = —t? et donc x? = t2.
En appliquant la fonction +/~, on obtient |x| = |t].
Enfin, par hypothése x, t > 0, ce qui donne x = |x| et t = |t| et donc . Finalement,
la fonction g est injective.

* Surjectivité : La fonction x — —x? est surjective de R, dans R* et la fonction exp est sur-
jective de R* dans ]0, 1]. Ainsi, la fonction g est surjective de R* dans ]0, 1] par composi-
tion.

* Réciproque : Comme on nous a demandé de trouver la réciproque, il est en fait plus ma-
lin d’expliciter la réciproque ce qui montrera par la méme occasion que la fonction g est
bijective. Pour trouver une réciproque, on résout au brouillon I'équation y = g(x). Soient




ye]o,1]etxeR,,
y=glx) = y=e*

< Iny =—x?

< —Iny=x?

& 4/—Iny=|x| car y € [0,1] donc Iny <0

> /—Iny=|x| carx eR,

Ainsi, la fonction

est la réciproque de la fonction g. En particu-

B 10,1] — R,
|t —> v/ —Int

lier, la fonction g est bijective.

(5) (a) Montrer que la composée g_1 o f est bien définie.
Démonstration

La fonction g~! est définie sur ]0,1] et f est a valeurs dans ]0,1].
Donc La fonction g~} o f est bien définie..

(b) Montrer que Yx €R,, g 'of(x)=x.

Démonstration

Donc, Yx€R,, |glof(x)=x|

(c¢) Soit x €R*, calculer g ! o f(x).

Démonstration

Soit x € R*. Comme f est paire, on a f (—x) = f(x). Ainsi, puisque —x eR, et g=f |]R ,ona

f(=x)=g(=x). Onadonc g '(f(x)) =g " (f(—x)) =g (g(—x))=—x
Donc, | Vx€R*, g lof(x)=—x|

Démonstration
Soit x €R.
. Ve . 7 —( — 2 —_ 2
On a, par parité de la fonction carré, f(—x)=e (=07 = g =f(x).

Donc| Yx€R, f(—x)=f(x) | Autrement dit, la fonction f est paire.

Démonstration

f/(x)=—2xe™ <0.De plus, f(0)=1 et f(x) — 0.
X—>
Donc f décroitde 1 a 0 sur R, etelle croitde 0 a 1 sur R_.

Exercice 2 — Le but de ce probleme est de déterminer toutes les applications de N dans N telles que :

VneN, f(n+1)>fof(n)
(1) Montrer que f =Idy vérifie Equation (1)
(2) Soit f une application de N dans N vérifiant Equation (1). On pose :

VneN, E,=[n;+oo[
(a) Montrer que pour tout n € N 'ensemble E,, est stable par f : f(E,) CE,.
(b) En déduire que : YneN, f(n)=n.

Démonstration

Soit x eR,. Comme x €R, et g =f|R+, ona g(x)=f(x)etdonc g7} (f(x))=g (g(x))=x.

Soit n€N. On a n>n donc n € E,,. En utilisant la question 2.(a), f (n) € E, donc

fn)=n|

(c) Montrer que f est strictement croissante.

Comme la fonction f est paire, il suffit de 'étudier sur R, . La fonction f est dérivable sur R, et pour tout x €R,

€9)



Démonstration

Soit n € N. Appliquons 2.(b) a f(n) : f(f (n)) = f(n). Or, d’apres (1), f(n+1)> f(n) donc

la fonction f : N— N est strictement croissante.

(d) En déduire que f =Idy.

Démonstration

Soit n €N. Si f(n) # n alors comme f(n)>n, on a f(n) > n c’est-a-dire f(n) >n+ 1. Donc,
comme f est strictement croissante : f(f(n) > f(n+ 1) ce qui est contraire a 'hypothése (1).

fZIdN 8

Ainsi, par 'absurde, on a montré que pour tout n €N, f(n) = n. Autrement dit,

(3) Conclure.

Démonstration
Analyse : Si f vérifie (1) alors f =1dy d’aprés 2.
Synthese : Posons f =1Idy. D’aprés 1, f vérfie (1).
Ainsi, 'unique application vérifiant (1) est f =Idy

Démonstration

tion (1).

Démonstration
Raisonnons par récurrence :
Sin=0, alors E, =N donc f (E;) C E,.

y € f(E,) et donc, par hypothese de récurrence, y € E, c’est-a-dire que y = f (x) > n.
n> f(f(x—1)).

Ainsi, on a y #n et donc y >n.
Par récurrence, pour tout n €N, f(E,) CE,.

Or x — 1 € E,,, dongc, par hypothese de récurrence, f(x —1)=n et f(f (x —1)) = n ce qui est contradictoire.

Soit neN. f(n+1)=n+1 et f(f(n))=f(n)=n. Donc | f(n+1)> f o f(n) | Ainsi, Idy vérifie bien Equa-

Soit n € N. Supposons que f(E,) CE,. Soit y € f(E,;) et x €E,,; tel que y = f(x). Comme E, ; CE,, on a

Si, par 'absurde, y =n, alors en appliquant (1) ax—1€N (cark=n+1>1),ona f(x)> f(f(x —1)) et donc



